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1 Topologische Räume

1.1 Topologien
Definition 1.1.1 (Topologie). Sei 𝑋 eine Menge. Eine Topologie auf 𝑋 ist eine Teilmenge
𝒪⊆𝒫(𝑋) mit folgenden Axiomen:
1. ∅,𝑋 ∈𝒪.
2. Vereinigungen von Mengen in 𝒪 sind in 𝒪 enthalten.
3. Endliche Schnitte von Mengen in 𝒪 sind in 𝒪 enthalten.
Die Mengen 𝑂∈𝒪 heißen offen und die Mengen 𝐴∈𝑋∖𝒪 heißen abgeschlossen.

Lemma 1.1.2. Topologien lassen sich auch durch abgeschlossene Mengen charakterisieren, wir
erhalten folgenden Definition: Eine Topologie auf 𝑋 ist eine Teilmenge 𝒪⊆𝒫(𝑋), sodass folgende
Axiome gelten:
1. ∅ und 𝑋 sind abgeschlossen.
2. Schnitte von abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossen.
3. Endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossen.

1.1.1 Die Diskrete und die Indiskrete Topologie
Beispiel 1.1.3. Für jede Menge 𝑋 nennen wir 𝒪𝑑𝑠𝑘 ∶= 𝒫(𝑋) die diskrete Topologie auf 𝑋. Jede
Teilmenge von 𝑋 ist offen und abgeschlossen bzgl. dieser Topologie.

Beispiel 1.1.4. Für jede Menge 𝑋 nennen wir 𝒪𝑖𝑛 ∶={∅,𝑋} die indiskrete Topologie auf 𝑋.

1.1.2 Die Kofinite und die Koabzählbare Topologie
Beispiel 1.1.5. Für jede Menge 𝑋 ist 𝒪𝑘𝑜𝑓 ∶= {𝑂 ⊆ 𝑋 | 𝑋 ∖𝑂 endlich, oder 𝑂 = ∅} die kofinite
Topologie auf 𝑋.

Beispiel 1.1.6. Für jede Menge 𝑋 ist 𝒪𝑘𝑜𝑎𝑏 ∶= {𝑂 ⊆ 𝑋 | 𝑋 ∖ 𝑂 abzählbar, oder 𝑂 = ∅} die
Koabzählbare Topologie auf 𝑋.

1.1.3 Die Leere und die Einpunkttopologie
Beispiel 1.1.7. Auf der leeren Menge ∅ gibt es genau eine Topologie, nämlich 𝒪∅ ∶={∅}, die leere
Topologie.

Beispiel 1.1.8. Auf einer einelementigen Menge {𝑥} gibt es ebenfalls genau eine Topologie,
nämlich 𝒪{𝑥} ∶={∅,{𝑥}}=𝒪𝑑𝑠𝑘 =𝒪𝑖𝑛, der Einpunktraum.

1.1.4 Die Teilraumtopologie
Beispiel 1.1.9. Sei (𝑋,𝒪𝑋) ein topologischer Raum und 𝑀 ⊆𝑋 eine Teilmenge. Dann erhalten
wir eine Topologie auf 𝑀 :

𝒪𝑀⊆𝑋 ∶=𝒪𝑋∩𝑀 ={𝑂∩𝑀 |𝑂∈𝒪𝑋}
die Teilraumtopologie. Offene (abgeschlossene) Mengen in 𝒪𝑀⊆𝑋 sind Schnitte offener (abge-
schlossener) Mengen in 𝑋 mit 𝑀 .

Lemma 1.1.10. 1. Ist 𝑀 ⊆ 𝑋 offen, so sind alle Teilmengen 𝐴 ⊆ 𝑀 die offen bezüglich 𝒪𝑀⊆𝑋
sind, auch offen bezüglich 𝒪𝑋.

2. Ist 𝑀 ⊆ 𝑋 abgeschlossen, so sind alle Teilmengen 𝐴 ⊆ 𝑀 die abgeschlossen bezüglich 𝒪𝑀⊆𝑋
sind, auch abgeschlossen bezüglich 𝒪𝑋.
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1 Topologische Räume

1.1.5 Die Metrische Topologie
Definition 1.1.11 (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum ist ein Paar (𝑋,𝑑) aus einer Menge
𝑋 und einer Metrik 𝑑 ∶𝑋×𝑋 →ℝ, sodass:
1. Positivität: 𝑑(𝑥,𝑦)≥0 und 𝑑(𝑥,𝑦)=0 ⟺ 𝑥=𝑦.
2. Symmetrie: 𝑑(𝑥,𝑦)=𝑑(𝑦,𝑥).
3. Dreiecksungleichung: 𝑑(𝑥,𝑦)≤𝑑(𝑥,𝑦)+𝑑(𝑦,𝑧).

Definition 1.1.12 (Metrische Topologie). Sei (𝑋,𝑑) ein metrischer Raum.
1. Für 𝑥∈𝑋 und 𝑟>0 definieren wir die offene und die abgeschlossene Kugel um 𝑥:

𝐵𝑟(𝑥)={𝑦∈𝑋 |𝑑(𝑥,𝑦)<𝑟} 𝐵≤𝑟(𝑥)={𝑦∈𝑋 |𝑑(𝑥,𝑦)≤𝑟}.
2. Die metrische Topologie auf 𝑋 ist definiert durch:

𝒪𝑑 ∶={𝑂⊆𝑋 |∀𝑥∈𝑂.∃𝜀>0.𝐵𝜀(𝑥)⊆𝑂}.

Satz 1.1.13. Sei (𝑋,𝑑) ein metrischer Raum, dann gilt:
1. Die metrische Topologie ist eine Topologie auf 𝑋.
2. Jedes 𝐵𝜀(𝑥) ist offen.
3. Jedes 𝐵≤𝜀(𝑥) ist abgeschlossen.

Beispiel 1.1.14 (Diskrete Metrik). Die diskrete Metrik auf 𝑋 ist definiert durch

𝑑 ∶𝑋×𝑋 →ℝ, 𝑑(𝑥,𝑦)={0 𝑥=𝑦
1 𝑥≠𝑦

Die davon induzierte Topologie ist die diskrete Topologie (Beispiel 1.1.3).

Beispiel 1.1.15 (Standardtopologie). Jeder normierte Vektorraum (𝑉 ,‖−‖) über ℝ ist ein me-
trischer Raum mit der Metrik

𝑑 ∶𝑉 ×𝑉 →ℝ, 𝑑(𝑥,𝑦)=‖𝑥−𝑦‖.
Insbesondere ist der ℝ𝑛 ein metrischer Raum mit der durch die 𝑝-Norm

‖𝑥‖𝑝 =(Σ𝑛
𝑖=1|𝑥𝑖|𝑝)

1
𝑝

induzierten Metrik. Für 𝑝 = 2 erhält man so die euklidische Metrik auf dem ℝ𝑛, die zugehörige
Topologie nennt man die Standardtopologie 𝒪𝑠𝑡𝑑 auf ℝ𝑛.

Lemma 1.1.16. Sei (𝑋,𝑑) ein metrischer Raum. Für jede Teilmenge 𝑀 ⊆ 𝑋 mit der Metrik
𝑑|𝑀×𝑀 stimmt die metrische Topologie mit der Teilraumtopologie überein. Insbesondere erhält
man so die Standardtopologie auf Teilmengen 𝑀 ⊆ℝ𝑛.

Satz 1.1.17. Zwei Metriken 𝑑1,𝑑2 auf einer Menge 𝑋 induzieren genau dann die gleiche Topologie
auf 𝑋, wenn es zu jedem 𝑥∈𝑋 und jedem 𝜀>0 ein 𝛿 >0 gibt mit

𝑑1(𝑥,𝑦)<𝛿 ⇒𝑑2(𝑥,𝑦)<𝜀 ∧ 𝑑2(𝑥,𝑦)<𝛿 ⇒𝑑1(𝑥,𝑦)<𝜀.
In diesem Fall nennen wir die Metriken äquivalent.

1.1.6 Umgebungen
Definition 1.1.18 (Umgebung). Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum. Eine Menge 𝑈 ⊆ 𝑋 heißt
Umgebung eines Punktes 𝑥∈𝑋, wenn eine offene Menge 𝑂∈𝒪 existiert mit 𝑥∈𝑂⊆𝑈 . Die Menge
der Umgebungen von 𝑥∈𝑋 nennen wir 𝒰(𝑥).

Bemerkung 1.1.19. Für jeden topologischen Raum (𝑋,𝒪) und 𝑥∈𝑋 gilt:
1. Ist 𝑈 ∈𝒰(𝑥) so ist auch jedes 𝑉 ⊆𝑈 eine Umgebung von 𝑥.
2. Für jede offene Menge 𝑂∈𝒪 gilt 𝑥∈𝑂⇒𝑂∈𝒰(𝑥).
3. Jede Umgebung von 𝑥 enthält eine offene Umgebung von 𝑥.
4. Vereinigungen von Umgebungen von 𝑥 sind Umgebungen von 𝑥.
5. Endliche Schnitte von Umgebungen von 𝑥 sind Umgebungen von 𝑥.
6. Eine Teilmenge 𝑂⊆𝑋 ist genau dann offen, wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.
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1.1.7 Inneres, Abschluss und Rand

1.1.7 Inneres, Abschluss und Rand

Definition 1.1.20 (Inneres, Abschluss, Rand). Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum.

• Das Innere 𝑀̊ einer Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋 ist:
𝑀̊ = ⋃

𝑂∈𝒪,𝑂⊆𝑀
𝑂.

• Der Abschluss 𝑀 einer Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋 ist:
𝑀 = ⋂

𝐴⊆𝑋 abg. ,𝑀⊆𝐴
𝐴.

• Der Rand 𝜕𝑀 einer Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋 ist:
𝜕𝑀 =𝑀 ∖𝑀̊.

Eine Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋 heißt dicht in 𝑋, wenn 𝑀 =𝑋 und nirgend dicht in 𝑋, wenn 𝑀̊ =∅.

Lemma 1.1.21. Es gelten folgende Rechenregeln:
𝑀̊ =𝑋∖𝑋∖𝑀

und
𝜕𝑀 =𝑀 ∩𝑋∖𝑀 =𝜕𝑋∖𝑀.

Satz 1.1.22. Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum und 𝑀 ⊆𝑋 eine Teilmenge. Dann gilt:

1. 𝑀̊ ist offen, 𝑀̊ ⊆𝑀 und 𝑀̊ =𝑀 genau dann, wenn 𝑀 offen ist.
2. 𝑀 ist abgeschlossen, 𝑀 ⊆𝑀 und 𝑀 =𝑀 genau dann, wenn 𝑀 abgeschlossen ist.
3. 𝜕𝑀 ist abgeschlossen, 𝜕𝜕𝑀 ⊆𝜕𝑀 und 𝜕𝜕𝜕𝑀 =𝜕𝜕𝑀

Satz 1.1.23. Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum und 𝑀 ⊆𝑋. Es gilt:

1. 𝑥∈𝑀̊ ⟺ es gibt eine Umgebung 𝑈 ∈𝒰(𝑥) mit 𝑈 ⊆𝑀 . ⟺ 𝑀 ist eine Umgebung von 𝑥.
2. 𝑥∈𝑀 ⟺ für jede Umgebung 𝑈 ∈𝒰(𝑥) ist 𝑈 ∩𝑀 ≠∅. ⟺ 𝑋∖𝑀 ist keine Umgebung von 𝑥.
3. 𝑥∈𝜕𝑀 ⟺ für alle 𝑈 ∈𝒰(𝑥) gilt 𝑈 ∩𝑀 ≠∅ und 𝑈 ∩(𝑋∖𝑀)≠∅.

1.2 Vergleich und Erzeugung von Topologien

1.2.1 Vergleich von Topologien

Definition 1.2.1 (Fein- und Grobheit). Sei 𝑋 eine Menge mit Topologien 𝒪1,𝒪2. Wenn 𝒪2 ⊆𝒪1
gilt nennen wir
• 𝒪1 feiner als 𝒪2
• 𝒪2 gröber als 𝒪1

Beispiel 1.2.2 (Feinste Topologie). Die diskrete Topologie 𝒪𝑑𝑠𝑘 =𝒫(𝑋) ist die feinste Topologie
auf 𝑋.

Beispiel 1.2.3 (Gröbste Topologie). Die indiskrete Topologie 𝒪𝑖𝑛𝑑 = {∅,𝑋} ist die gröbste To-
pologie auf 𝑋.

Beispiel 1.2.4 (Kofinite und Standardtopologie). Die kofinite Topologie 𝒪𝑘𝑜𝑓 auf einer Teilmen-
ge 𝑋 ⊆ℝ𝑛 ist gröber als die Standardtopologie 𝒪𝑠𝑡𝑑.

Satz 1.2.5. Schnitte von Topologien sind wieder Topologien. Der Schnitt von Topologien 𝒪𝑖 ist
gröber als jedes 𝒪𝑖.
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1 Topologische Räume

1.2.2 (Sub-) Basen
Definition 1.2.6 (Erzeugte Topologie). Für jede Teilmenge ℳ ⊆ 𝒫(𝑋) ist die von ℳ erzeugte
Topologie definiert als

⟨ℳ⟩= ⋂
ℳ⊆𝒪⊆𝒫(𝑋),𝒪 Topologie

𝒪.

Satz 1.2.7. ⟨ℳ⟩ ist eine Topologie auf 𝑋, und zwar die gröbste Topologie die 𝐶𝑀 enthält.

Lemma 1.2.8. Für jede Menge 𝑋 und ℳ⊂𝒫(𝑋) lässt sich ⟨ℳ⟩ auch charakterisieren als
⟨ℳ⟩={beliebige Vereinigungen von endlichen Schnitten von Mengen in ℳ}.

Definition 1.2.9 ((Sub-) Basis). Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge ℳ⊆𝒫(𝑋)
heißt
1. Subbasis von 𝒪, wenn 𝒪=⟨ℳ⟩ gilt.
2. Basis von 𝒪, wenn ℳ⊆𝒪 und jede Menge in 𝒪 eine Vereinigung von Mengen aus ℳ ist.
Besitzt 𝒪 eine abzählbare Basis, so sagt man 𝒪 erfülle das 2. Abzählbarkeitsaxiom.

Lemma 1.2.10. Eine Teilmenge ℬ⊆𝒫(𝑋) ist Basis einer Topologie auf 𝑋 genau dann, wenn
1. zu jedem 𝑥∈𝑋 gibt es ein 𝐵∈ℬ mit 𝑥∈𝐵,
2. für alle 𝐵1,𝐵2 ∈ℬ und alle 𝑥∈𝐵1∩𝐵2 gibt es ein 𝐵3 ∈ℬ mit 𝑥∈𝐵3 ⊆𝐵1∩𝐵2.

Beispiel 1.2.11 (Basis der (In-) diskreten Topologie). Für jede Menge 𝑋 ist ℳ={𝑋} eine Basis
der indiskreten Topologie und ℳ′ ={{𝑥}|𝑥∈𝑋} eine Basis der diskreten Topologie.

Beispiel 1.2.12 (Basis der Standardtopologie). Die Menge ℳ = {(𝑎,𝑏) ⊆ ℝ | 𝑎 < 𝑏 ∈ ℝ} ist eine
Basis der Standardtopologie auf ℝ. Außerdem ist die Menge ℳ={(𝑎,𝑏)⊆ℝ|𝑎<𝑏∈ℚ} eine Basis
der Standradtopologie auf ℝ, somit erfüllt die Standardtopologie das 2. Abzählbarkeitsaxiom.

Lemma 1.2.13 (Einbettungssatz von Urysohn). Erfüllt ein topologischer Raum (𝑋,𝒪) das 2.
Abzählbarkeitsaxiom, so gibt es eine abzählbare dichte Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋.

1.3 Stetige Abbildungen
Definition 1.3.1 (Stetige Abbildung). Seien (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) topologische Räume. Eine
Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist:

𝑂∈𝒪𝑌 ⇒𝑓−1(𝑋)∈𝒪𝑋.

Corollary 1.3.2. 1. Äquivalenter weise ist eine Abbildung 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 stetig, wenn das Urbild
jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist:

𝐴⊆𝑋 abgeschlossen⇒𝑓−1(𝐴) abgeschlossen.
2. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 ist stetig genau dann, wenn für alle Teilmenge 𝑆 ⊆𝑋 gilt:

𝑓(𝑆)⊆𝑓(𝑆).

Beispiel 1.3.3. Beispiele für stetige Funktionen 𝑓 ∶(𝑋,𝒪𝑋)→(𝑌 ,𝒪𝑌 ):
1. Für 𝒪𝑋 =𝒪𝑑𝑠𝑘 =𝒫(𝑋) ist jede Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig.
2. Für 𝒪𝑌 =𝒪𝑖𝑛𝑑 ={∅,𝑋} ist jede Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig.
3. Ist 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig und 𝑀 ⊆𝑋, so ist auch die Einschränkung 𝑓|𝑀 ∶𝑀 →𝑌 stetig.
4. Ist 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig und 𝑓(𝑋)⊆𝑁 ⊆𝑌 , so ist auch die Koeinschränkung 𝑓 |𝑁 ∶𝑋 →𝑁 stetig.
5. Für beliebige 𝒪𝑋,𝒪𝑌 sind alle konstanten Abbildungen stetig.
6. 𝑖𝑑𝑋 ∶ (𝑋,𝒪1)→(𝑋,𝒪2) ist stetig genau dann, wenn 𝒪1 feiner als 𝒪2 ist.
7. Für jeden topologischen Raum (𝑋,𝒪) gibt es genau eine stetige Abbildung 𝑓 ∶∅→𝑋 und genau

eine stetige Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →{𝑚}.
8. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig.

Lemma 1.3.4. Ist ℳ eine Subbasis von 𝒪𝑌 , so ist 𝑓 ∶(𝑋,𝒪𝑋)→(𝑌 ,𝒪𝑌 ) genau dann stetig, wenn
𝑓 -1(𝑂) offen ist für alle 𝑂∈ℳ.
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1.3.1 Homöomorphismen

1.3.1 Homöomorphismen
Definition 1.3.5 (Homöomorphismus). Eine stetige Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt Homöomorphis-
mus oder Isomorphismus von topologischen Räumen, wenn sie bijektiv ist und ihre Umkehrab-
bildung 𝑓 -1 ∶ 𝑌 → 𝑋 ebenfalls stetig ist. Dann nennt man die topologischen Räume (𝑋,𝒪𝑋) und
(𝑌 ,𝒪𝑌 ) homöomorph.

Definition 1.3.6. Seien (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) topologische Räume.
1. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt offen, wenn das Bild jeder offenen Menge offen ist:

𝑂∈𝒪𝑋 ⇒𝑓(𝑂)∈𝒪𝑌 .
2. Eine Abbildung 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 heißt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge

abgeschlossen ist:
𝑋∖𝐴∈𝒪𝑋 ⇒𝑌 ∖𝑓(𝐴)∈𝒪𝑌 .

Satz 1.3.7. Für eine stetige Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 sind äquivalent:
1. 𝑓 ist ein Homöomorphismus.
2. 𝑓 ist bijektiv und offen.
3. 𝑓 ist bijektiv und abgeschlossen.

1.3.2 Folgenstetigkeit
Definition 1.3.8 (Stetig in einem Punkt). Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt stetig in einem Punkt
𝑥∈𝑋, wenn das Urbild jeder Umgebung von 𝑓(𝑥) eine Umgebung von 𝑥 ist:

𝑈 ∈𝒰(𝑓(𝑥))⇒𝑓 -1(𝑈)∈𝒰(𝑥).
Satz 1.3.9. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 ist stetig genau dann, wenn sie stetig in allen 𝑥∈𝑋 ist.

Satz 1.3.10. Für zwei metrische Räume (𝑋,𝑑𝑋) und (𝑌 ,𝑑𝑌 ) ist 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 genau dann stetig in
𝑥∈𝑋, wenn:

∀𝜀>0.∃𝛿 >0.𝑓(𝐵𝛿(𝑥))⊆𝐵𝜀(𝑓(𝑥)).
Definition 1.3.11 (Folgenstetigkeit). Seien (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) topologische Räume.
1. Ein Punkt 𝑥∈𝑋 heißt Häufungspunkt einer Folge (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ0

in 𝑋, wenn es zu jeder Umgebung
𝑈 ∈𝒰(𝑥) unendlich viele 𝑛∈ℕ0 gibt mit 𝑥𝑛 ∈𝑈 .

2. Ein Punkt 𝑥∈𝑋 heißt Grenzwert einer Folge (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ0
in 𝑋, wenn für jede Umgebung 𝑈 ∈𝒰(𝑥)

gilt 𝑥𝑛 ∈𝑈 für fast alle 𝑛∈ℕ0.
3. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt folgenstetig in einem Punkt 𝑥∈𝑋, wenn für alle konvergenten

Folgen (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ0
mit Grenzwert 𝑥 ∈ 𝑋 die Bildfolge (𝑓(𝑥𝑛))𝑛∈ℕ0

konvergent mit Grenzwert
𝑓(𝑥)∈𝑌 ist.

4. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 heißt folgenstetig, wenn sie folgenstetig in allen Punkten 𝑥∈𝑋 ist.

Definition 1.3.12 (1. Abzählbarkeitsaxiom). Ein topologischer Raum (𝑋,𝒪) erfüllt das 1. Ab-
zählbarkeitsaxiom, wenn zu jedem Punkt 𝑥∈𝑋 eine Familie (𝑈𝑛)𝑛∈ℕ0

von Umgebungen 𝑈𝑛 ∈𝒰(𝑥)
existiert, sodass jede Umgebung 𝑈 ∈ 𝒰(𝑥) eine Umgebung 𝑈𝑛 enthält. Eine solche Familie von
Umgebungen heißt Umgebungsbasis im Punkt 𝑥.

Lemma 1.3.13. 1. Jeder topologische Raum der das 2. Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, erfüllt auch
das 1. Abzählbarkeitsaxiom.

2. Jeder metrische Raum erfüllt das 1. Abzählbarkeitsaxiom.

Satz 1.3.14. Für topologische Räum (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) gilt:
1. Stetige Abbildungen 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 sind folgenstetig.
2. Erfüllt (𝑋,𝒪𝑋) das 1. Abzählbarkeitsaxiom, so sind folgenstetige 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 auch stetig.
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2 Zusammenhang und Trennung

2.1 Zusammenhang
Definition 2.1.1 ((Lokal) Zusammenhängende Räume). Ein topologischer Raum (𝑋,𝒪𝑋) heißt
1. zusammenhängend, wenn er keine disjunkte Zerlegung in zwei nichtleere offene Teilmengen

besitzt:
𝑋 =𝑂1∪𝑂2 mit 𝑂1,𝑂2 ∈𝒪𝑋,𝑂1∩𝑂2 =∅⇒𝑂1 =∅ oder 𝑂2 =∅

2. lokal zusammenhängend, wenn jede Umgebung eines Punktes 𝑥∈𝑋 eine zusammenhängende
Umgebung von 𝑥 enthält.

Lemma 2.1.2. Ein topologischer Raum (𝑋,𝒪𝑋) ist genau dann zusammenhängend, wenn eine
der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
1. 𝑋 besitzt keine disjunkte Zerlegung in zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen
2. 𝑋 und ∅ sind die einzigen Teilmengen von 𝑋, die offen und abgeschlossen sind.

Beispiel 2.1.3. Eine Teilmenge 𝑀 ⊆ ℝ mit der Standardtopologie ist genau dann zusammen-
hängend, wenn sie ein Intervall ist.

Satz 2.1.4. 1. Ist (𝑋,𝒪𝑋) zusammenhängend und 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig, so ist auch das Bild 𝑓(𝑋)⊆𝑌
zusammenhängend.

2. Vereinigungen von disjunkten zusammenhängenden Teilmengen sind zusammenhängend.

2.2 Trennung von Punkten
Definition 2.2.1 (Trennungsaxiome). Ein topologischer Raum (𝑋,𝒪) heißt:
1. 𝑇0-Raum, wenn zu je zwei verschiedenen 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝑋 eine offene Menge 𝑂 ∈ 𝒪 existiert, die nur

eine von beiden Punkten enthält
2. 𝑇1-Raum, wenn zu je zwei verschiedenen 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝑋 eine offene Menge 𝑂 ∈ 𝒪 existiert, die 𝑥1

enthält, aber nicht 𝑥2 enthält
3. 𝑇2-Raum oder Hausdorffraum, wenn zu je zwei verschiedenen 𝑥1,𝑥2 ∈𝑋 disjunkte offene Teil-

menge 𝑂1,𝑂2 ⊆𝑋 existieren mit 𝑥1 ∈𝑂1,𝑥2 ∈𝑂2
4. 𝑇3-Raum, wenn zu jedem Punkt 𝑥 ∈ 𝑋 und jeder abgeschlossenen Menge 𝐴 ⊆ 𝑋 mit 𝑥 ∉ 𝐴

disjunkte offene Teilmengen 𝑂𝑥,𝑂𝐴 ⊆𝑋 existieren mit 𝑥∈𝑂𝑥,𝐴⊆𝑂𝐴
5. 𝑇4-Raum, wenn zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen 𝐴1,𝐴2 ⊆𝑋 disjunkte offene

Teilmengen 𝑂1,𝑂2 ⊆𝑋 existieren mit 𝐴1 ⊆𝑂1,𝐴2 ⊆𝑂2
6. regulärer Raum, wenn er ein 𝑇1-Raum und ein 𝑇3-Raum ist
7. normaler Raum, wenn er ein 𝑇2-Raum und ein 𝑇4-Raum ist.

Bemerkung 2.2.2. Die Bedingung an einen 𝑇1-Raum ist äquivalent zu der Forderung, dass
einelementige Teilmengen von 𝑋 abgeschlossen sind.

Bemerkung 2.2.3. Es gilt:
(𝑋,𝒪) normal ⇒(𝑋,𝒪) regulär.

Beispiel 2.2.4. Jeder metrische Raum mit der metrischen Topologie ist normal.

Lemma 2.2.5. Wenn ein topologischer Raum (𝑋,𝒪) das 2. Abzählbarkeitsaxiom erfüllt gilt:
(𝑋,𝒪) regulär ⇒(𝑋,𝒪) normal.

Lemma 2.2.6. Sei (𝑋,𝒪) ein 𝑇𝑘-Raum mit 𝑘∈{0,1,2,3}. Dann ist auch jede Teilmenge 𝑀 ⊆𝑋
mit der Teilraumtopologie ein 𝑇𝑘-Raum.
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2 Zusammenhang und Trennung

Satz 2.2.7 (Lemma von Urysohn). Ein Hausdorffraum (𝑋,𝒪) ist genau dann normal, wenn
zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen 𝐴1,𝐴2 ⊆ 𝑋 eine stetige Abbildung 𝑓 ∶ 𝑋 → [0,1]
mit 𝑓(𝑥) = 0 für alle 𝑥 ∈ 𝐴1 und 𝑓(𝑥) = 1 für alle 𝑥 ∈ 𝐴2 existiert. Eine solche Abbildung heißt
Urysohn-Funktion.

Satz 2.2.8 (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei (𝑋,𝒪) ein normaler topologischer Raum, 𝐴 ⊆ 𝑋
abgeschlossen und 𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ stetig. Dann gibt es eine stetige Abbildung 𝐹 ∶ 𝑋 → ℝ mit 𝐹|𝐴 = 𝑓
(eine stetige Fortsetzung).
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3 Konstruktion von Topologischen Räumen

3.1 Initial und Finaltopologie
Definition 3.1.1 (Initialtopologie). Sei 𝑋 eine Menge und (𝑌𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine durch 𝐼 indizierte
Familie topologischer Räume. Die durch eine Familie 𝑓𝑖 ∶𝑋 →𝑌 induzierte Initialtopologie auf 𝑋
ist die von den Urbildern aller offenen Mengen in 𝑌𝑖 erzeugte Topologie auf 𝑋:

𝒪𝑖𝑛𝑖 =⟨⋃
𝑖∈𝐼

{𝑓 -1
𝑖 (𝑂)|𝑂∈𝒪𝑖}.

Definition 3.1.2 (Finaltopologie). Sei 𝑋 eine Menge und (𝑌𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine durch 𝐼 indizierte Fa-
milie topologischer Räume. Die durch eine Familie 𝑔𝑖 ∶ 𝑌𝑖 → 𝑋 induzierte Finaltopologie auf 𝑋
besteht aus den Mengen, deren Urbilder offen sind

𝒪𝑓𝑖𝑛 ={𝑂⊆𝑋 |𝑔-1
𝑖 (𝑂)∈𝒪𝑖,∀𝑖∈𝐼}.

Satz 3.1.3. Sei 𝑋 eine Menge, (𝑌𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume und 𝑓𝑖 ∶𝑋 →𝑌𝑖 und
𝑔𝑖 ∶𝑌𝑖 →𝑋 Familien von Abbildungen.
1. Die durch (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 induzierte Initialtopologie ist die gröbste Topologie auf 𝑋, für die alle 𝑓𝑖 stetig

sind.
2. Sie ist die einzige Topologie, welche folgende universelle Eigenschaft erfüllt: Eine Abbildung

𝑓 ∶ (𝑊,𝒪𝑊 ) → (𝑋,𝒪𝑖𝑛𝑖) ist stetig genau dann, wenn die Abbildungen 𝑓𝑖 ∘𝑓 ∶ (𝑊,𝒪𝑊 ) → (𝑌𝑖,𝒪𝑖)
stetig sind für alle 𝑖∈𝐼.

3. Die durch (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 induzierte Finaltopologie ist die feinste Topologie auf 𝑋, für die alle 𝑔𝑖 stetig
sind.

4. Sie ist die einzige Topologie, welche folgende universelle Eigenschaft erfüllt: Eine Abbildung
𝑔 ∶ (𝑋,𝒪𝑓𝑖𝑛) → (𝑊,𝒪𝑊 ) ist stetig genau dann, wenn die Abbildungen 𝑔𝑖 ∘𝑔 ∶ (𝑌𝑖,𝒪𝑖) → (𝑊,𝒪𝑊 )
stetig sind für alle 𝑖∈𝐼.

3.2 Teilräume und Quotienten
3.2.1 Die Teilraumtopologie
Definition 3.2.1 (Teilraumtopologie). Seien (𝑋,𝒪𝑋),(𝑊,𝒪𝑊 ) topologische Räume, 𝑀 ⊆𝑋 eine
Teilemenge und 𝜄 ∶𝑀 →𝑋 die Inklusionsabbildung.
1. Die Teilraumtopologie 𝒪𝑀⊆𝑋 (Vgl. Beispiel 1.1.9) ist die von 𝜄 induzierte Initialtopologie auf 𝑀 .
2. Eine Abbildung 𝑓 ∶𝑊 →𝑋 heißt Einbettung von (𝑊,𝒪𝑊 ) in (𝑋,𝒪𝑋), wenn sie injektiv ist und

𝒪𝑊 die von 𝑓 induzierte Initialtopologie auf 𝑊 .

Bemerkung 3.2.2. 1. Die Teilraumtopologie auf 𝑀 ist die gröbste Topologie auf 𝑀 , für die die
Inklusionsabbildung stetig ist und es gilt:

𝒪𝑀⊆𝑋 ={𝑂∩𝑀 |𝑂∈𝒪𝑋}.
2. Eine injektive Abbildung 𝑓 ∶ 𝑊 → 𝑋 ist eine Einbettung genau dann, wenn ihre Koeinschrän-

kung 𝑓 |𝑓(𝑊) ∶𝑊 →𝑓(𝑊) ein Homöomorphismus ist.

Satz 3.2.3 (Universelle Eigenschaft des Teilraums). Sei (𝑋,𝒪𝑋) ein topologischer Raum und
𝑀 ⊆𝑋 eine Teilmenge. Die Teilraumtopologie ist die einzige Topologie mit folgender universellen
Eigenschaft:
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3 Konstruktion von Topologischen Räumen

Die Inklusionsabbildung 𝜄 ∶ 𝑀 → 𝑋 ist stetig und zu jeder stetigen Abbildung 𝑓 ∶ (𝑊,𝒪𝑊 ) →
(𝑋,𝒪𝑋) mit 𝑓(𝑊)⊆𝑀 gibt es genau eine stetige Abbildung ̃𝑓 ∶𝑊 →𝑀 mit 𝜄∘ ̃𝑓 =𝑓.

(𝑊,𝒪𝑊 ) (𝑀,𝒪𝑀⊆𝑋)

(𝑋,𝒪𝑋)

∃! ̃𝑓

𝑓
𝑓(𝑊)⊆𝑀

𝜄

3.2.2 Die Quotiententopologie
Definition 3.2.4 (Quotiententopoloogie). Seien (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) topologische Räume, ∼
eine Äquivalenzrelation auf 𝑋 und 𝜋 ∶𝑋 →𝑋/∼,𝑥↦[𝑥] die kanonische Surjektion.
1. Die Quotiententopologie 𝒪∼ auf 𝑋/∼ ist die von 𝜋 induzierte Finaltopologie auf 𝑋/∼.
2. Eine Abbildung 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 heißt Identifizierung, wenn sie surjektiv ist und 𝒪𝑌 die von 𝑓

induzierte Finaltopologie auf 𝑌 ist.

Bemerkung 3.2.5. 1. Die Quotiententopologie auf 𝑋/∼ ist die feinste Topologie auf 𝑋/∼, für
die die kanonische Surjektion 𝜋 ∶𝑋 →𝑋/∼ stetig ist. Es gilt:

𝒪∼ ={𝑂⊆𝑋/∼ |𝜋-1(𝑋)∈𝒪𝑋}.
2. Eine surjektive Abbildung 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 ist eine Identifizierung genau dann, wenn die Abbildung

𝑓 ′ ∶ 𝑋/ ∼→ 𝑌 ,[𝑥] ↦ 𝑓(𝑥) mit der Äquivalenzrelation 𝑥 ∼ 𝑥′ ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) ein Homöomor-
phismus ist.

Satz 3.2.6 (Universelle Eigenschaft des Quotientenraums). Sei (𝑋, 𝐶𝑂𝑋) ein topologischer
Raum und ∼ eine Äquivalenzrelation auf 𝑋. Dann ist der Quotientenraum die einzige Topologie
mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Die kanonische Surjektion 𝜋 ∶𝑋 →𝑋/∼ ist stetig und zu jeder stetigen Abbildung 𝑔 ∶𝑋 →𝑌 die
auf Äquivalenzklassen konstant ist, existiert genau eine stetige Abbildung ̃𝑔 ∶𝑋/∼→𝑌 mit ̃𝑔∘𝜋=𝑔.

(𝑌 ,𝒪𝑌 ) (𝑋/∼,𝒪∼)

(𝑋,𝒪𝑋)

∃! ̃𝑔

𝑔
𝑔|[𝑥]konstant

𝜋

Bemerkung 3.2.7. 1. Ist (𝑋,𝒪) (weg) zusammenhängend so ist auch (𝑋/∼,𝒪∼) (weg) zusam-
menhängend.

2. Quotientenräume erhalten im Allgemeinen nicht die Hausdorffeigenschaft.

3.3 Produkte und Summen
3.3.1 Die Produkttopologie
Definition 3.3.1 (Produkttopologie). Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume. Die Pro-
dukttopologie auf der Menge ⨉𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ist die von den Projektionsabbildungen 𝜋𝑗 ∶ ⨉𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 → 𝑋𝑗
induzierte Initialtopologie auf ⨉𝑖∈𝐼𝑋𝑖. Man bezeichnet diesen Raum als das Produkt der Räume
(𝑋𝑖,𝒪𝑖) und mit ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖.

Bemerkung 3.3.2. 1. Die Menge 𝒮=⋃𝑖∈𝐼{𝜋-1
𝑖 (𝑂)|𝑂∈𝒪𝑖} ist eine Subbasis von ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖.

2. Die Menge ℬ={∏𝑖∈𝐼𝑂𝑖 |𝑂𝑖 ∈𝒪𝑖,𝑂𝑖 =𝑋𝑖 für fast alle 𝑖∈𝐼} ist eine Basis von ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖.
3. Also sind offene Mengen in ∏𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 Vereinigungen von Mengen der Form 𝑂 = ∏𝑖∈𝐼 𝑂𝑖 mit

𝑂𝑖 ⊆𝑋𝑖 offen und 𝑂𝑖 =𝑋𝑖 für fast alle 𝑖∈𝐼 .

Beispiel 3.3.3. 1. Für 𝐼 =∅ ist ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 der Einpunktraum (Vgl. Beispiel 1.1.8).
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3.3.2 Die Summentopologie

2. Seien (𝑋1,𝑑1) und (𝑋2,𝑑2) metrische Räume, dann ist 𝑑 ∶(𝑋1×𝑋2)×(𝑋1×𝑋2)→ℝ mit
𝑑((𝑥1,𝑥2),(𝑦1,𝑦2))=max{𝑑1(𝑥1,𝑦1),𝑑2(𝑥2,𝑦2)}

eine Metrik auf 𝑋1 × 𝑋2, die Produktmetrik. Die von der Produktmetrik induzierte metri-
sche Topologie entspricht der Produkttopologie. Dies gilt auch für abzählbare Produkte, nicht
jedoch für überabzählbare Produkte.

Satz 3.3.4. Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume. Dann ist ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 die einzige To-
pologie mit folgender universellen Eigenschaft. Die Projektionsabbildungen 𝜋𝑗 ∶∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 →𝑋𝑗 sind
stetig und zu jeder Familie stetige Abbildungen (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 ∶𝑊 →𝑋𝑖 gibt es genau eine stetige Abbildung
𝑓 ∶𝑊 →∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 mit 𝜋𝑖∘𝑓 =𝑓𝑖 für alle 𝑖∈𝐼.

(𝑊,𝒪𝑊 ) ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖

(𝑋𝑖,𝒪𝑖)

∃!𝑓

𝑓𝑖
𝜋𝑖

Satz 3.3.5. Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume und 𝑘∈{0,1,2,3}. Dann gilt:
1. Ist (𝑋𝑖,𝒪𝑖) ein 𝑇𝑘-Raum für alle 𝑖∈𝐼, so ist auch ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 ein 𝑇𝑘-Raum.
2. Ist (𝑋𝑖,𝒪𝑖) (weg) zusammenhängend für alle 𝑖∈𝐼, so ist auch ∏𝑖∈𝐼𝑋𝑖 (weg) zusammenhängend.

3.3.2 Die Summentopologie
Definition 3.3.6 (Summentopologie). Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume. Die
Summentopologie auf der Menge ⨆𝑖∈𝐼𝑋𝑖 ist die von den Inklusionsabbildungen 𝜄𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → ⨆𝑖∈𝐼𝑋𝑖
induzierte Finaltopologie auf ⨆𝑖∈𝐼 𝑋𝑖. Man bezeichnet diesen Raum als die Summe der Räume
(𝑋𝑖,𝒪𝑖) und mit ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖.

Bemerkung 3.3.7. Die Topologie auf ∐𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ist gegeben durch 𝒪 = {𝑂 ∈ ⨆𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 | 𝜄-1
𝑖 (𝑂) ∈

𝒪𝐼 ,∀𝑖 ∈ 𝐼}. Also sind die offenen Mengen in ∐𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 gerade die Vereinigungen von Mengen der
Form 𝑂𝑖×{𝑖} für 𝑂𝑖 ∈𝒪𝑖.

Beispiel 3.3.8. Für 𝐼 =∅ ist ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 der leere Raum (Vgl. Beispiel 1.1.7).

Satz 3.3.9. Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume. Dann ist ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 die einzige To-
pologie mit folgender universellen Eigenschaft. Die Inklusionsabbildungen 𝜄𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 sind
stetig und zu jeder Familie stetige Abbildungen (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 ∶𝑋𝑖 →𝑊 gibt es genau eine stetige Abbildung
𝑔 ∶∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 →𝑊 mit 𝑔∘𝜄𝑖 =𝑔𝑖 für alle 𝑖∈𝐼.

(𝑊,𝒪𝑊 ) ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖

(𝑋𝑖,𝒪𝑖)

∃!𝑔

𝑔𝑖
𝜄𝑖

Satz 3.3.10. Sei (𝑋𝑖,𝒪𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie topologischer Räume und 𝑘∈{0,1,2,3}. Dann gilt:
1. Ist (𝑋𝑖,𝒪𝑖) ein 𝑇𝑘-Raum für alle 𝑖∈𝐼, so ist auch ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 ein 𝑇𝑘-Raum.
2. Gibt es 𝑖≠𝑗∈𝐼 mit 𝑋𝑖,𝑋𝑗 ≠∅, so ist ∐𝑖∈𝐼𝑋𝑖 nicht zusammenhängend.

3.3.3 Topologische Gruppen
Definition 3.3.11 (Topologische Gruppe). Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe (𝐺,∘), zu-
sammen mit einer Topologie 𝒪 auf 𝐺, sodass die Gruppenmultiplikation und die Inversion stetig
sind.
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3 Konstruktion von Topologischen Räumen

3.3.4 Topologische Vektorräume
Definition 3.3.12 (Topologischer Vektorraum). Ein topologischer Vektorraum ist ein Vektor-
raum (𝑉 ,+,⋅) über ℝ mit einer Topologie 𝒪 auf 𝑉 , sodass die Vektoraddition und die Skalarmul-
tiplikation stetig sind bezüglich 𝒪, und den Produkttopologien 𝑉 ×𝑉 und ℝ×𝑉 .
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4 Kompaktheit

4.1 Kompaktheit
Definition 4.1.1 (Kompakter topologischer Raum). Sei (𝑋,𝒪) ein topologischer Raum.
1. Eine (offene) Überdeckung von (𝑋,𝒪) ist eine Familie (𝑂𝑖)𝑖∈𝐼 von (offenen) Teilmengen 𝑂𝑖 ⊆𝑋

mit 𝑋 ⊆⋃𝑖∈𝐼𝑂𝑖. Ist 𝐽 ⊆𝐼 eine Teilmenge, sodass auch (𝑂𝑖)𝑖∈𝐽 eine Überdeckung von 𝑋 ist, so
nennt man (𝑂𝑖)𝑖∈𝐽 eine Teilüberdeckung von (𝑂𝑖)𝑖∈𝐽 .

2. Der topologische Raum (𝑋,𝒪) heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung (𝑂𝑖)𝑖∈𝐼 von 𝑋
eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

3. Eine Teilmenge 𝐾 ⊆ 𝑋 heißt kompakt, wenn sie mit der Teilraumtopologie ein kompakter
topologischer Raum ist.

Bemerkung 4.1.2. Alternativ lässt sich das Konzept der Kompaktheit auch mit abgeschlossenen
Mengen formulieren:

Ein topologischer Raum (𝑋,𝒪) ist genau dann kompakt, wenn es zu jeder Familie (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼 abge-
schlossener Teilmengen 𝐴𝑖 ⊆𝑋 mit ⋂𝑖∈𝐼𝐴𝑖 =∅ eine endliche Teilmenge 𝐽 ⊆𝐼 mit ⋂𝑖∈𝐽𝐴𝑖 =∅ gibt.

Beispiel 4.1.3. 1. Jede endliche Topologie ergibt einen kompakten Raum.
2. Die diskrete Topologie auf 𝑋 ergibt einen kompakten Raum genau dann, wenn 𝑋 endlich ist.
3. Die kofinite Topologie liefert immer einen kompakten Raum.
4. Teilmengen des ℝ𝑛 mit der Standardtopologie sind nach dem Satz von Heine-Borel kompakt

genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschränkt sind.
5. Quotienten kompakter topologischer Räume sind kompakt.
6. Endliche Summen von kompakten topologischen Räumen sind kompakt.

Lemma 4.1.4. In jedem topologischen Raum (𝑋,𝒪𝑋) gilt:
1. Ist (𝑋,𝒪𝑋) hausdorffsch, so sind kompakte Teilmengen 𝐾 ⊆𝑋 abgeschlossen.
2. Ist (𝑋,𝒪𝑋) kompakt, so sind abgeschlossene Teilmengen 𝐴⊆𝑋 kompakt.

Satz 4.1.5. Kompakte Hausdorffräume sind normal.

Satz 4.1.6. Seien (𝑋,𝒪𝑋) und (𝑌 ,𝒪𝑌 ) topologische Räume.
1. Ist 𝑓 ∶𝑋 →𝑌 stetig und 𝑋 kompakt, so ist auch das Bild 𝑓(𝑋)⊆𝑌 kompakt.
2. Ist 𝑋 kompakt und 𝑌 hausdorffsch, so ist jede stetige Abbildung 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 abgeschlossen.

Insbesondere ist jede stetige Bijektion ein Homöomorphismus.

4.2 Kompaktheit in metrischen Räumen

4.3 Der Satz von Tychonoff

4.4 Lokale Kompaktheit
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